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COMENTARIOS SOBRE EL INFINITO MATEMATICO
“W here shall I begin, please your Majesty?
Begin at the beginning” .
( L e w i s  C a r r o l l : Alice’a adventures in Wonderland).
XoDA tentativa de exponer, sin recurrir a la terminología y la notación 
especializadas, el tratamiento completo de los problemas matemáticos 
relacionados directa o indirectamente con el concepto de infinitud, sería 
empresa destinada, en el caso más favorable, a conseguir sólo un éxito 
parcial, y aun esto solamente a costa de alargar la exposición más allá 
de los límites de lo tolerable. Por otra parte, las ideas realmente básicas 
que se aplican al estudio de tales problemas son, si se examinan con 
ngor, pocas, claras y sorprendentemente sencillas, y no es imposible ha­
cerlas fácilmente inteligibles en lenguaje ordinario. Este es el propósito 
con que están escritas las páginas que siguen.
Sin embargo, y aunque ello pueda parecer contradictorio, de esa 
misma sencillez de las nociones primarias se deriva quizá el mayor riesgo 
de confusión mental con que han de enfrentarse tanto el estudiante o 
el amateur interesado como el matemático profesional. La única ventaja 
en la posición de este último frente a aquel peligro es que, por la propia 
experiencia de los errores cometidos, conoce su naturaleza mejor que los 
anteriores. E l lector lo evitará mucho más fácilmente y adcjuirirá al mis­
mo tiempo la actitud mental óptima para la comprensión de lo que 
sigue con un mínimo esfuerzo, si desde el principio queda advertido de 
que la más frecuente, casi la única, causa de error en el estudio o en la 
investigación de la Matemática, es la introducción inconsciente por parte 
del estudiante, el maestro o el investigador, de hipótesis adicionales no 
contenidas en los postulados, las definiciones o los enunciados iniciales, 
a los cuales se les atribuye de este modo más alcance del que tienen en 
realidad.
En el caso de una discusión sobre el infinito, el peligro se acre­
cienta considerablemente por la tendencia a identificar el infinito ma­
temático con el infinito metafísico. Se tiende a suponer que la misma 
palabra, aunque empleada en la nomenclatura de ciencias diferentes, 
corresponde a conceptos más o menos análogos. Es preciso aclarar desde
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el principio, como imprescindible punto de partida para toda discusión 
fructífera sobre el infinito matemático, que se trata de una noción —o 
más bien de un grupo de nociones— sin contacto ni relación alguna 
con los conceptos que caracterizan las disquisiciones filosóficas sobre el 
infinito. Todo intento de relacionarlas, dice Borel, se reduce en último 
término a vano juego de palabras.
En el estado actual de desarrollo de la Matemática los problemas 
relacionados con el Infinito aparecen, en líneas generales, clasificados en 
los tres grupos siguientes:
A) Los problemas de los infinitos geométricos, de los cuales, por 
razones de cohesión y por limitaciones ae espacio, no nos ocuparemos 
en este artículo, aunque desgraciadamente ello nos impedirá ocuparnos 
de uno de los capítulos de la Matemática elemental que, por su simpli­
cidad y su extraordinario rigor lógico, singularmente asociado con una 
rara permeabilidad para la percepción intuitiva, constituye un ejemplo 
de máximo valor ilustrativo con referencia al tema del infinito matemá­
tico en su aspecto geométrico. Nos referimos a la Geometría Proyectiva 
del espacio euclídeo ordinario de dos o tres dimensiones.
B ) Los procesos de paso al límite del Análisis Clásico, que consti­
tuyen el punto de partida del Cálculo Infinitesimal, Teoría de Ecuacio­
nes diferenciales, Teoría de funciones, etc., y que desde hace bastantes 
años y mediante el tratamiento designado con la frase “aritmetización 
del Análisis”, están totalmente sistematizados e incorporados al núcleo 
básico de la Ciencia Matemática.
Bajo el epígrafe “El concepto de límite en el Análisis matemático 
clásico”, dedicaremos la primera parte de este trabajo a la exposición 
de los elementos fundamentales, que son a la vez los más intuitivos y 
simples de estos procesos aritméticos.
C ) Los problemas suscitados por el así llamado infinito “actual”, 
cuyo estudio fue iniciado por George Cantor en los últimos años del 
siglo xix, con una famosa memoria sobre la teoría de conjuntos, y que 
en sus aspectos más avanzados no se pueden considerar todavía hoy 
totalmente sistematizados y constituyen un tema de polémica, cuyas 
ramificaciones afectan no solo los fundamentos de la Matemática misma 
sino también las ideas consideradas básicas para el estudio de la Lógica 
desde los tiempos de Aristóteles.
Un comentario sobre la teoría de conjuntos y sus implicaciones en 
el desarrollo y enriquecimiento del concepto del infinito en la Mate­
mática es el contenido de la segunda parte de este artículo, encabezada 
con el título de “El Infinito actual”.
I. E L  C O N C EPTO  DE L IM IT E
EN  E L  ANÁLISIS M A TEM Á TIC O  CLÁSICO.
Desde el punto de vista histórico, el primer contacto de la Mate­
mática con el infinito es un hecho casi tan antiguo como la Matemática 
misma. De modo análogo, el estudiante de Matemáticas tropieza pronto, 
aunque tal vez sin darse cuenta exacta de ello, con la noción del infinito 
aritmético. Este contacto se realiza tan pronto como se considera la
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sucesión de los números naturales, 1, 2, 3, 4, . . .  etc. Esta sucesión 
ordenada tiene una propiedad bien singular: por grande que podamos 
imaginar un número natural, siempre es posible pensar otro todavía 
mayor (simplemente, basta suponer que agregamos una unidad al pri­
mero para obtener el segundo) o, dicho con otras palabras, no existe 
ningún número natural mayor que todos los demás.
Pues bien: esto y sólo esto es lo que el matemático quiere signi­
ficar cuando dice que la sucesión 1, 2, 3, 4, 5, . . .  etc., tiene límite in­
finito, o que la sucesión 1, 2, 3, 4, 5, . . .  etc., tiende hacia infinito. 
Ninguna consideración filosófica se esconde tras estas dos frases, cuyo 
significado es el mismo. En último término, tan sólo el hecho de que, 
dado un número, siempre es posible agregarle una unidad.
Sin embargo, en este ejemplo, aparentemente tan simple, se esconde 
ya una doble infinitud, en la cual está el germen del concepto riguroso 
de límite aritmético que resistió durante largos siglos el ataque de los 
más grandes matemáticos de la historia. La idea de límite aritmético es 
el punto de partida para la sistematización y el manejo del infinito en 
el Análisis Matemático clásico. En lo que sigue, y a través de unos ejem­
plos elegidos tan sencillos como el problema lo permite, trataremos de 
hacerla fácilmente accesible. Pero bueno será advertir una vez más que 
las palabras empleadas en la terminología matemática, aunque tomadas 
del lenguaje corriente, tienen un significado preciso y bien delimitado, 
que difiere notablemente en muchos casos de la idea que sugieren en 
la vida diaria y que casi nunca coincide con ella. En cada caso, procu­
raremos precisar todo lo posible el sentido de la terminología.
La sucesión de números 1, 2, 3, 4, 5, . . .  etc., presenta tres carac­
terísticas esenciales para nuestro objeto. En primer lugar, es indefinida, 
es decir, carece de ultimo elemento o, dicho de otro modo, inmediata­
mente después de cada uno de sus elementos hay otro que le sigue.
Por otra parte, cada elemento es mayor que todos los que le pre­
ceden, lo cual se expresa brevemente diciendo que la sucesión es estric­
tamente creciente.
Por último, como hemos mencionado ya, por grande que podamos 
imaginar un número natural, siempre es posible hallar en nuestra suce­
sión otro todavía mayor. Esto equivale a decir, como ya hemos precisado 
antes, que la sucesión tiene límite infinito o, lo que es equivalente, que 
tiende a infinito.
Para continuar el examen del concepto de límite aritmético, ima­
ginemos ahora una sucesión algo más complicada: aquella cuyos términos 
son los números inversos de Tos que formaban la sucesión anterior, es 
decir, el conjunto ordenado de los números fraccionarios 1, V 2, Vs> V í , 
V 5, . . .  etc. Son fáciles de observar los siguientes hechos, correlativos 
de los señalados anteriormente con respecto a la sucesión de los números 
naturales:
1) Al igual que en el caso anterior, esta sucesión es indefinida. 
Cada elemento tiene un sucesor inmediato.
2) Al contrario que antes, los términos de la sucesión 1, V 2, Va, V«, 
V 5, . . .  etc., son cada vez más pequeños. Su conjunto ordenado con 
arreglo a la ley primero, segundo, tercero, . . .  etc., es estrictamente 
decreciente.
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3) Por pequeño que podamos imaginar un número, siempre es 
posible hallar en nuestra sucesión otro (y todos los que le siguen) todavía 
más pequeño.
Estos son los hechos que se expresan brevemente en términos 
matemáticos diciendo que la sucesión estrictamente decreciente 1 , V 2, 
V 3, V i, Vs, • • ■ etc., tiene límite cero.
Una observación atenta revela que en los ejemplos citados hay dos 
procesos indefinidos yuxtapuestos. En primer lugar, el hecho de que 
cada sucesión carece de último término, es decir, que puede prolon­
garse tanto como se quiera; y en segundo, la característica de que al 
aumentar el rango, es decir, la posición relativa del elemento conside­
rado (primero, segundo, tercero . . .  milésimo, e tc .), es cuando se ma­
nifiesta el carácter de la sucesión: creciente más allá de toda frontera 
o decreciente por debajo de cualquier número por pequeño que sea. La 
tendencia de la sucesión se revela claramente al aumentar el rango del 
elemento considerado cada vez. En términos exactos, podemos decir 
que cuando el rango tiende a infinito, la sucesión tiende a infinito para 
el primer ejemplo, y a cero para el segundo.
Consideremos ahora un viejo ejemplo que aclarará probablemente 
estas consideraciones aritméticas y nos servirá para ampliarlas en cierta 
medida y suministrarnos una realización física simple del concepto de 
límite aritmético:
Supongamos que un viajero parte de un punto A para dirigirse a 
otro B  situado a un kilómetro de distancia, y regula su velocidad con 
arreglo a las siguientes normas: durante la primera hora de camino re­
corre solamente la mitad de la distancia hasta B, es decir, medio kiló­
metro y, por tanto, le queda por recorrer otro medio; durante la segunda 
hora reduce su velocidad, de modo que tan sólo camina la mitad de la 
distancia que le separaba de B, es decir, un cuarto de kilómetro y, por 
consiguiente, al cabo de dos horas aún le separa de B  otro cuarto de 
kilómetro.
Imaginemos que continúa su viaje de la misma manera, es decir, 
durante cada hora camina la mitad de la distancia que le separa de B. 
Consideremos la sucesión de las distancias que le quedan por cubrir al 
cabo de una, dos, tres, cuatro . . . ,  etc. horas. ¿Cuáles son esas distancias? 
Evidentemente, un kilómetro, medio kilómetro, un cuarto de kilómetro, 
un octavo de kilómetro, etc., correspondientes a los tiempos cero horas 
(instante ■de partida), una hora, dos horas, tres horas, cuatro horas, etc. 
La analogía con el ejemplo anterior es evidente.
El tiempo transcurrido es el rango del correspondiente elemento de 
la sucesión de distancias y, haciendo uso de la terminología antes defi­
nida, diremos que cuando el rango tiende a infinito, es decir, transcu­
rrido un tiempo cada vez más grande, la sucesión tiende a cero o, lo que 
es igual, la distancia por recorrer es cada vez más pequeña, tan pequeña 
como se desee con tal de que transcurra bastante tiempo.
Consideremos ahora, en lugar de las distancias que separan al via­
jero del inalcanzable punto de llegada B, las distancias recorridas desde 
que partió de A después de transcurridas una hora, dos horas, tres ho­
ras, etc. Estas distancias son:
Va kilómetro, 3/ 4 de kilómetro, 7/ 8 de kilómetro, . . .  etc.
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Veamos qué características presenta esta sucesión de números V 2, 
3/i,  7 s ,  . .  • etc.:
Desde luego, es indefinida puesto que si en cada hora de viaje el 
caminante se limita a recorrer la mitad de la distancia que le separa de 
B, es evidente que el proceso no puede terminar en tiempo finito. Del 
mismo modo, no h a j duda de que es creciente, pues el viajero avanza 
hacia B  cada vez más despacio pero sin detenerse nunca, y, por tanto, 
a cada hora que transcurre está más cerca de B y más lejos de A. Por 
último, y éste es el punto más importante, todo lugar intermedio del 
camino A B es rebasado por el viajero en algún momento o, dicho de 
otro modo, la distancia recorrida se aproxima tanto como se desee a 
un kilómetro con tal de que transcurra suficiente tiempo. Es decir, en 
términos rigurosos: la sucesión de distancias recorridas, V 2, 3A , 7/s, 
. . . ,  etc., tiene límite uno cuando el rango, o sea, el tiempo, tiende a 
infinito.
No se crea que en el ejemplo expuesto se esconden las viejas para­
dojas de Zenón sobre Aquiles y la tortuga, la flecha inmóvil en el es­
pacio y la negación del movimiento. La semejanza es sólo de forma, y 
la posibilidad de que el viajero llegue al punto B está fuera de toda duda 
si, a partir de cualquier momento, decide mantener constante su ve­
locidad.
Hemos construido así por vía puramente aritmética y mediante un 
ejemplo físico, sucesiones de números con límites cero, uno o infinito. 
De análoga manera, podríamos multiplicar los ejemplos de sucesiones 
cuyos límites son números cualesquiera. Si deseáramos obtener una con 
límite mil, nos bastaría contar las distancias recorridas por el viajero del 
último ejemplo utilizando como medida de longitud el metro en lugar 
del kilómetro.
De los ejemplos anteriores es posible obtener las características esen­
ciales del concepto de límite en la Matemática Clásica y de la natu­
raleza precisa del infinito aritmético. En último término, cuando deci­
mos que una sucesión tiene un límite (ya sea este límite cero, infinito 
o un número cualquiera), no hacemos sino describir el modo de varia­
ción de los términos de aquella sucesión cuando su rango aumenta 
siguiendo la ordenación de los números naturales. Y  la descripción de 
este modo de variación se lleva a cabo por comparación de cierta mag­
nitud variable con un número natural o con el inverso de un número 
natural. En efecto: si la sucesión tiende a infinito, esto significa que 
sus términos llegan a ser más grandes que cualquier número natural 
prefijado, y si tiende a cero o a un límite fijo, quiere decir que la dife­
rencia entre ese límite y un término bastante avanzado en aquélla, es 
decir, de rango bastante alto, es más pequeña que cualquier número 
fijo. Ahora bien, este número fijo, que debe ser, siguiendo la frase tra­
dicional de los tratados clásicos de Análisis, “tan pequeño como se de­
see”, puede siempre suponerse elegido igual al inverso de un número 
natural: por ejemplo, una milésima, una millonésima, etc.
En todo el proceso de paso al límite se manejan exclusivamente 
números finitos y determinados: los términos de la sucesión, el límite 
de ésta cuando es finito y la diferencia entre el límite y los términos. El
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modo de variación de los términos de la sucesión nos lleva a la conse­
cuencia de que existe límite finito o nulo o, por el contrario, de que 
crecen más allá de cualquier barrera que podamos fijar. Si este último 
es el caso, decimos brevemente, y con frase sin más alcance que la de 
una abreviatura para designar el comportamiento de la sucesión, que 
su límite es infinito.
¿Dónde interviene el elemento no-finito en esta elaboración del 
concepto de límite? ¿Dónde está la infinitud? La respuesta es obvia. En 
un hecho y uno solo: la sucesión de los números naturales es ilimitada 
y estrictamente creciente más allá de toda frontera. Este hecho es la 
piedra clave del gigantesco edificio de la totalidad del Análisis Matemá­
tico Clásico. A partir de él, y sin acudir nunca más en ningún caso a 
consideraciones no-finitas, se deduce, por una elaboración estrictamente 
lógica, la totalidad de los teoremas de la Aritmética y el Análisis Infini­
tesimal. Como ejemplo del manejo de la estructura interna del conjunto 
ordenado de los números naturales, citaremos el Principio de Inducción 
Completa, en el cual reside, según dice Poincaré, “el valor apodíctico 
universal de la Aritmética”. Pues bien, en un último análisis, el Prin­
cipio de Inducción Completa descansa en la estructura de la sucesión 
de los números naturales.
¿Cuál es el enunciado de este principio clave de las más fundamen­
tales demostraciones del Análisis? Aparentemente es tan trivial que es­
capa a toda discusión: supongamos un conjunto de objetos, de fórmulas, 
de números o de entes cualesquiera, con la única condición, y esto es 
lo esencial, de estar ordenados como el conjunto de los números natu­
rales: hay un primero, un segundo, un tercero, etc. Es decir, de formar 
una “sucesión”.
Supongamos también que el primero goza de cierta propiedad P, 
(por ejemplo, ser blanco si se trata de objetos materiales, o ser primo 
si nuestros entes son números enteros). Admitamos que por algún pro­
cedimiento (no importa ahora cuál) hemos adquirido la certeza de que 
el carácter P se transmite, es decir, que si un elemento de la sucesión 
lo posee (es blanco o es primo), lo mismo le acontece al que le sigue. 
Entonces el Principio de Inducción Completa afirma que todos los 
elementos de la sucesión gozan de la propiedad P (todos son blancos
o todos son primos).
Una vez más, la estructura de la sucesión natural es el supremo y 
único reourso de que disponemos para tratar con el infinito. Por un
Eroceso estrictamente finito, y con la ayuda del Principio de Inducción, emos llegado a probar que todos los elementos de un conjunto tienen 
una misma propiedad, salvando la formidable barrera de la infinitud del 
conjunto mismo.
No hay más secreto en la complicada estructura del Análisis que 
la sucesión natural y los principios de la Lógica. El Álgebra, el Cálculo 
infinitesimal, las Ecuaciones Diferenciales o la Geometría Analítica, no 
contienen otro elemento de infinitud distinto de la sucesión de los 
números naturales, reverentemente calificados a menudo de “regalo de 
Dios”. A partir de la sucesión natural 1, 2, 3, 4, 5, . . .  etc., y por una 
elaboración puramente lógica, se puede construir todo el Análisis Mate­
COMENTARIOS SOBRE EL IN FIN ITO  MATEMÁTICO 27
mático Clásico despojado de toda consideración trascendente o meta­
física. Este proceso de sistematización y revisión iniciado en el siglo xvi, 
y conocido con el nombre de Aritmetización del Análisis, trajo como 
consecuencia el espectacular desarrollo del Cálculo en los siglos xvm y 
xix. Su ciclo evolutivo quedó completado aproximadamente a finales 
del siglo xix.
I I . E L  IN F IN IT O  ACTUAL.
Hasta principios del siglo xx el desarrollo del Análisis Matemático 
no precisó del estudio de otro tipo de infinitud que el descrito en las 
páginas precedentes y que, como hemos visto, se reduce, en último 
término, al reconocimiento del carácter indefinido, ordenado y creciente 
de la sucesión de los números naturales. Este tipo de infinitud, cuya 
característica es la posibilidad de aumento ininterrumpido, se designa 
con el nombre de Infinito Potencial.
Los geómetras, por su parte, habían atacado el problema del infinito 
espacial por métodos propios, y consiguieron una sistematización perfecta 
mediante la introducción de los llamados elementos impropios (puntos, 
rectas y plano del infinito), construyendo a lo largo de todo el siglo xix 
la llamada Geometría Proyectiva. Así las cosas, en el filo del último fin 
de siglo el problema del infinito matemático parecía definitivamente 
resuelto, y de hecho lo estaba por lo que respecta al infinito geométrico 
y al infinito potencial en el Análisis.
Entonces apareció la citada memoria de George Cantor sobre la 
teoría de conjuntos y los números transfinitos, y un nuevo problema, 
hoy todavía no totalmente resuelto, se presentó en el campo de la Cien­
cia matemática: el problema del así denominado, por contraposición 
al adjetivo potencial, Infinito Actual.
Hasta Cantor, los matemáticos habían tratado con el infinito de un 
modo que podemos calificar de indirecto. En último término, su trabajo 
se limitaba a estudiar, al menos en el terreno del Análisis, el modo de 
variación de los términos de una sucesión indefinida de números, pero 
nunca se consideraba en bloque el conjunto de todos los elementos de 
la sucesión. Por ejemplo, se dice que el conjunto de números, 1, 2, 3,
4, 5, . . .  etc., constituye una sucesión indefinida creciente y con límite 
infinito, pero en ningún caso se considera la totalidad de los números 
naturales simultáneamente, o dicho de otro modo, nunca se considera 
el conjunto de todos los números naturales.
E l problema inicial atacado por Cantor es el de comparar dos con­
juntos cualesquiera, cada uno de ellos con un número finito o infinito 
de elementos o componentes. Este es el primer paso para el estudio del 
infinito actual, y a continuación precisaremos lo que en Matemáticas 
se entiende por comparación de conjuntos. Pero es necesario advertir 
primero que, si bien los conjuntos que vamos a utilizar como ejemplos 
serán casi únicamente conjuntos de números, el concepto matemático 
de conjunto (una de las pocas palabras que tienen casi el mismo signi­
ficado en el lenguaje corriente que en la terminología científica), incluye
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toda colección de objetos o elementos de cualquier clase: se puede tratar 
de un conjunto de objetos materiales, de personas, de ideas, de funciones, 
de números, etc.
El primer problema, y a la vez el más natural, que se presenta al 
tratar de comparar dos conjuntos es saber cuál es más numeroso. Si los 
conjuntos son finitos, el método que a primera vista parece más sencillo 
es el de contar los elementos de cada uno y determinar en qué caso 
resulta un número más grande. El conjunto correspondiente al número 
mayor será el más numeroso.
Sin embargo, existe otro proceso para llegar a la misma conclusión, 
cuya mayor sencillez es evidente por el hecho de que está al alcance 
de una persona aue no sepa contar en absoluto. Este proceso recibe el 
nombre de coordinación de dos conjuntos. Supongamos, para simplifi­
car, que se trata de saber si en una habitación hay más sillas que perso­
nas, o si sucede lo contrario. E l modo de proceder es evidente: se sienta 
a cada persona, si es posible, en una silla. Si sobran sillas, hay más de 
éstas que personas; si es al revés, la conclusión es opuesta, y si no hay 
exceso ni de sillas ni de personas, ambos conjuntos ae objetos tienen el 
mismo número de elementos, o, dicho en terminología conjuntista, son 
coordinables o, lo que es igual, tienen la misma potencia. Este proceso 
de emparejamiento de cada elemento de un conjunto A, por ejemplo 
el de las sillas, con uno y uno solo de los elementos de otro conjunto 
B, el de las personas, se denomina coordinación de ambos conjun­
tos A y B.
La idea es aparentemente muy simple, pero sus consecuencias no 
lo son tanto. En efecto; pasemos al caso de conjuntos con infinitos 
elementos, y sin pararnos a considerar qué queremos significar exacta­
mente al hablar de conjuntos de infinitos elementos, consideremos un 
ejemplo muy sencillo: dos sucesiones de números que conocemos perfec­
tamente, la de los números naturales 1, 2, 3, 4, . etc., y la de los 
números pares 2, 4, 6, 8, 10, . . .  etc. Evidentemente, la segunda, es 
decir, la ae los números pares, es sólo una parte de la primera puesto 
que se puede obtener a partir de aquélla tomando un término sí y 
otro no. Tal observación podría predisponernos a juzgar que el conjunto 
de los números naturales 1, 2, 3, 4, 5, . . .  etc., es más numeroso que el 
de los números pares. Sin embargo, no es así, como es fácil de ver. Es 
posible coordinar ambos conjuntos emparejando cada número del con­
junto natural con el número del conjunto de los pares cuyo valor es 
el doble dsl de aquél, con arreglo al esquema siguiente:
1 2 3 4 5 . . .
2 4 6 8 10 . . .
Cada elemento en cada conjunto tiene una pareja y sólo una en el 
otro. Los dos conjuntos han sido coordinados o, lo que es lo mismo, 
tienen la misma potencia.
Si el resultado parece paradójico, se debe observar que es sólo una 
consecuencia de un criterio, impecable desde el punto de vista lógico, 
pero por lo demás arbitrario, como tantos otros en la Matemática, y 
que se justifica por la fecundidad de sus consecuencias: el criterio de
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considerar como de la misma potencia, es decir, de la misma “numero­
sidad”, a dos conjuntos coordinables.
Igualmente legítimo sería postular que todo conjunto parcial de 
otro, o sea, formado por una parte de los elementos de ese otro, es me­
nos numeroso que él; pero tal punto de vista se revela ineficaz para 
ulterior investigación, y por esta sola razón es rechazado.
En el ejemplo anterior se revela un hecho profundo, que viene a 
llenar un vacío que hemos hecho notar antes. Dijimos que no íbamos a 
detenemos a examinar el sentido exacto de la expresión “conjunto con 
infinitos elementos”, o lo que es igual, conjunto infinito. Ahora bien, 
si adoptamos como definición una característica de la pareja de con­
juntos examinada, la de los números naturales y la de los números 
pares, la dificultad puede ser salvada. Hemos visto que el segundo con­
junto es parte del primero y que, sin embargo, ambos son coordinables. 
Pues bien, ésta es precisamente la cualidad esencial de los conjuntos 
infinitos. En adelante, y como definición rigurosa, diremos que un 
conjunto infinito es aquel que es coordinab le con alguna de sus par tes.
La importancia de esta definición puede ser difícilmente superva­
lorada. Por primera vez, en la Matemática, el infinito es aprehendido 
como una totalidad y encerrado en el marco de una definición, sin­
gularmente sencilla, que no es contradictoria ni insuficiente. Sólo dos 
conceptos sumamente simples entran en juego: el de conjunto y el de 
coordinación. Sin saber contar, es posible captar totalmente la esencia 
del infinito cantoriano.
Fácilmente se desprende, de lo dicho antes, que todo conjunto in­
finito, susceptible de ser ordenado de modo que exista un primer ele­
mento, un segundo, un tercero, etc., sin que quede ninguno sin recibir 
su puesto en la ordenación, es decir, su rango, será coordinable con el 
conjunto de los números naturales y tendrá, por tanto, la misma potencia 
que éste. Esta potencia que corresponde a la categoría más sencilla o, 
por así decirlo, menos numerosa de infinitud, fue designada por Cantor 
con la letra griega w. Para probar que un conjunto tiene potencia «■>, 
es decir, que es coordinable con el conjunto de los números naturales, 
basta ordenarlo completamente como una sucesión de elementos con 
rangos primero, segundo, tercero, etc. Así se prueba, por ejemplo, que 
el conjunto de las fracciones o de los números primos o de los cuadra­
dos perfectos, son todos de potencia <■>, o, dicho con otra frase tal vez 
más feliz, son numerables.
Al llegar a este punto, es inevitable hacerse la siguiente pregunta: 
¿existen conjuntos de potencia superior a tu, es decir, no numerables, no 
susceptibles de ser ordenados como el conjunto de los números natu­
rales? La respuesta de Cantor es afirmativa: existen conjuntos de po­
tencia superior a a>: el conjunto de los puntos de una recta o de un 
segmento de recta, el conjunto de los puntos del interior de un cua­
drado o el de los números irracionales, que por sorprendente que pa­
rezca son coordinables entre sí, tienen una potencia superior a <o; son 
conjuntos infinitos con potencia común, no coordinables con el con­
junto natural, y se dice que tienen la potencia del continuo. No es 
posible agotar los puntos de un segmento de recta eligiendo primero 
uno, luego otro, después un tercero, etc., aunque esta operación se
30 ALFONSO GIL AZPEITIA
prosiga indefinidamente. Cualquiera que sea el método de elección adop­
tado, existen puntos en el segmento que nunca son elegidos. Hemos, 
pues, descubierto una nueva categoría de infinito más numerosa que el 
infinito numerable: el continuo.
Una complicada aritmética transfinita, en cuyos detalles no po­
demos entrar, ha sido elaborada por los matemáticos seguidores de 
Cantor. Infinitas categorías de infinitud, más y más complicadas, entran 
en juego, y estructuras lógicas de intrincada apariencia clasifican y ana­
lizan la enorme complejidad de los conjuntos infinitos, cada vez más 
abstractos y más variados. La Topología, el Análisis y hasta la misma 
técnica, se han beneficiado en un grado insospechable hace cincuenta 
años de las conquistas alcanzadas en la organización del infinito; y el 
estudio del infinito actual, a través de las líneas generales que hemos 
expuesto siguiendo la pauta de la comparación de conjuntos por coor­
dinación,^ se ha incorporado a la Matemática definitivamente como una 
de las máximas conquistas del siglo xx.
Desgraciadamente, la perfección lógica todavía no acompaña por 
completo al desarrollo de la teoría matemática cuando se trata con in­
finitos de potencia superior a o>. E l infinito potencial y el infinito actual 
en su categoría numerable están totalmente sistematizados. Más allá, a 
pesar de la enorme labor realizada en los últimos años, aún siguen en 
pie graves dudas sobre la validez de la teoría de conjuntos en sus as­
pectos más avanzados, y las tentativas de sistematización definitiva, 
entre las que destaca la magna obra de Bertrand Russell, no han tenido 
todo el éxito que se podía desear.
Las dificultades que han surgido en el estudio de la Teoría de 
Conjuntos en relación con el infinito no numerable, han sido varias 
y complicadas. Algunas han afectado a la misma Lógica clásica impul­
sando a toda una escuela de matemáticos a negar el llamado “principio 
de tercero excluido” y la validez de las demostraciones por reducción 
al absurdo. Si recordamos que tales demostraciones aparecen desde las 
primeras páginas de cualquier tratado elemental de Aritmética o Geo­
metría, la postura de esta escuela exige la revisión de la casi totalidad 
de las pruebas de los teoremas conocidos hasta la fecha. Tan enorme 
labor ha sido emprendida con más entusiasmo que éxito por los deno­
minados matemáticos intuicionistas. Su postura, en razón de su extre­
mado radicalismo destructor, no parece destinada a obtener un éxito 
definitivo; pero su papel como fermento de crítica y de revisión de 
principios es, sin duda, importante.
Otro punto de polémica matemática, de máximo interés en los 
últimos años, ha sido el “axioma de elección”, llamado también de 
Zermelo en honor de su descubridor. No es difícil dar una idea siquiera 
esquemática del problema y de su planteamiento histórico, y vamos a 
intentarlo a continuación.
Los elementos de un conjunto son, en muchos casos, susceptibles 
de una determinada ordenación, y existen diversos tipos de tales orde­
naciones, no todos aplicables a todos los conjuntos. Por ejemplo, en 
un conjunto finito es posible, por así decirlo, “colocar” sus elementos 
uno tras otro de modo que uno de ellos sea el primero y otro el último, 
y cada uno de los demás tenga un antecesor y un siguiente. Inmediata­
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mente se comprueba que todo conjunto parcial del dado goza de una 
ordenación analoga, subordinada a la del conjunto total.
Por el contrario, si consideramos el conjunto de los puntos de un 
segmento de recta de longitud unidad, y los ordenamos de acuerdo con 
sus distancias a uno de los extremos (de izquierda a derecha, por ejem­
plo), hallaremos una ordenación en la cual existen primero y último 
elementos; pero, dado uno de los puntos del segmento, por ejemplo, 
el punto medio, no es posible designar su antecesor ni su siguiente. 
Además, si imaginamos el conjunto de los puntos que preceden al 
punto medio o el conjunto de los que le siguen, hallaremos que el pri­
mero de ellos tiene primer elemento (el origen del segmento) pero no 
último elemento, porque el punto medio no pertenece a él, mientras 
que el segundo conjunto carece de primer elemento y, en cambio, po­
see un último, que es evidentemente el extremo del segmento.
Si se ordena el conjunto de los números naturales, 1, 2, 3, 4, 5, 
. . .  etc., por orden de magnitud, la ordenación obtenida goza de las 
siguientes propiedades, fácilmente observables:
Primera: existe un primer elemento.
Segunda: dados dos elementos distintos cualesquiera (es decir, dos 
números) uno es anterior al otro (es decir, uno es menor que otro).
Tercera: todo conjunto parcial tiene primer elemento (aunque 
tal vez no tenga últim o), como puede verse considerando los conjuntos 
parciales 3, 4, 5, y 9, 10, 11, 12, . . .  etc. E l primero tiene primero y 
último elementos (tres y cinco), mientras que el segundo sólo tiene 
primero (el nueve), pero no último porque el conjunto es una sucesión 
indefinida.
Cuando un conjunto infinito admite al menos una ordenación que 
verifique las tres condiciones anteriores, se dice que aquél está bien 
ordenado, y el problema que se plantea entonces es el siguiente:
¿Existen conjuntos para los cuales es imposible lograr una buena 
ordenación o, por el contrario, es todo conjunto susceptible de ser bien 
ordenado? La respuesta ha sido dada por Zermelo en sentido afirmativo 
para la segunda parte de la pregunta: todo conjunto puede ser bien 
ordenado porque la  hipótesis opuesta, es decir, la de la existencia de un 
conjunto no susceptible de buena ordenación, conduce a una contradic­
ción lógica.
La demostración de Zermelo ha sido objeto de serios ataques a 
causa de su carácter negativo y del empleo del “axioma de elección”, 
a que antes aludimos, que juega en ella un papel esencial. En el curso 
de la prueba de su teorema, Zermelo supone que, dado cualquier con­
junto y formados todos los conjuntos parciales de aquél, es posible 
elegir un elemento en cada uno de ellos. La dificultad consiste en que 
el autor no da ningún medio efectivo ni norma alguna para realizar 
esta infinidad de elecciones, cuya potencia rebasa siempre la del con­
junto original. La posibilidad puramente teórica de llevarlas a cabo ha 
de ser postulada a priori, como un axioma más de la Matemática, y los 
inconvenientes que, siguiendo un razonamiento lógicamente inatacable, 
se derivan de tal hipótesis, han llevado a muchos matemáticos a negar 
la validez del axioma de Zermelo.
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Por otra parte, la totalidad de la prueba del teorema sólo establece 
la existencia de contradicción lógica si se admite la posibilidad de que 
un conjunto sea no susceptible de buena ordenación; es decir, se trata 
de una demostración clásica por reducción al absurdo, condición sufi­
ciente para hacerse merecedora de descalificación automática por los 
miembros de la escuela intuicionista.
La demostración de Zermelo es de carácter negativo, como tantas 
otras en Matemáticas. Establece que no se puede admitir la hipótesis 
de que un conjunto no sea bien ordenable, pero no suministra criterio 
constructivo alguno para llevar a cabo tal ordenación en todos los casos.
Este carácter negativo de la Teoría de Conjuntos se manifiesta, 
como hace notar Borel, uno de los adversarios del axioma de Zermelo, 
tan pronto como se rebasa la etapa del infinito numerable. En efecto, 
hemos dicho antes que el conjunto de los puntos de un segmento de 
recta tiene potencia superior a la del conjunto de los números naturales, 
y hemos convenido en designar tal potencia con el adjetivo de continuo. 
Pero la prueba de esta circunstancia descansa tan sólo en la demostra­
ción, llevada a cabo por reducción al absurdo, naturalmente, de que 
no es posible coordinar el conjunto natural con el de los puntos del 
segmento. Nuestro conocimiento del continuo se reduce exclusivamente, 
según Borel, a la certeza de que no hay posibilidad de coordinarlo con 
el conjunto natural. Más aún: somos incapaces de designar, de elegir, 
en un segmento un conjunto parcial de sus puntos con potencia supe­
rior a la natural. Podemos elegir un punto, luego otro, después un 
tercero, y continuar así indefinidamente con arreglo a una norma pre­
establecida, y lo único que sabemos con certeza es que, cualquiera que 
sea esa norma, siempre es posible designar un punto en el segmento 
que no será jamás alcanzado.
Considerando el problema desde tal punto de vista, y puesto así 
de manifiesto el carácter puramente negativo de nuestro conocimiento 
del infinito más allá de su aspecto numerable, no se puede considerar 
del todo injustificada la postura escéptica de la escuela de Borel, que 
niega toda esperanza de dominar el infinito más allá de la potencia 
natural.
Por otra parte, no es posible olvidar que partiendo de tan exigua 
premisa como la no coordinabilidad de lo numerable con el continuo, 
se ha llevado a cabo por los seguidores de Cantor una elaboración teó­
rica que, si bien no está completa ni desprovista de puntos débiles, 
representa una aportación tal que no es fácilmente admisible que la 
crítica científica del futuro la declare desprovista de todo valor. En todo 
caso, es indudable que nuestra perspectiva del infinito no numerable es 
todavía defectuosa. Tal vez bajo la incompleta apariencia del presente 
conocimiento del problema se esconde la posibilidad de un futuro des­
arrollo que, si alguna vez es logrado, desvanecerá los recelos que des­
pierta hoy la teoría del infinito actual.
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